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mit der gedeckten der anderen im Sehfclde zusammenfillt; danu
erblickt man das Loch in dem Boden der zweiten Réhre umgeben
von einem dunkeln Iofe, welche allmilich in das helle Feld iiber-
geht, das von der Wand der Réhre begrenzt wird.

Prof. Briicke macht darauf aufmerksam, dass dieser schine
Versuch wicderum in schlagender Weise zeige, wie vergeblich es
sel, die Contrast-Erscheinungen einseitig von den durch einfallendes
Licht bedinglen Erregungszustinden der Netzhautableiten zuwollen,
und dass man immer zugleich die Erregungszustinde der Central-
theile, des Gehirnes selbst, beriicksichtigen miisse, wic er solclies
schon in seiner Abhandlung iber dic subjectiven Complementir-
Farben (Denkschriften Band 1[I, Seite 95) nachgewiesen habe.
Wenn man sich nicht mit den nichtssagenden Phrasen von Sym-
pathien beider Netzhiute Dbegniigen, sondern den inmern Hergang
bei diesem Versuche wirklich vorstellbar machen wolle, so miisse
man sagen: Durch dic ortliche Bestrahlung der Netzhaut des
Auges, welches durch die gedeckte Rohre sieht, wird der Bezirk
des Centralorgans, zu welcher die durch jene Bestrahlung bedingte
Erregung zunichst fortgeleitet wird, sammt seiner nichsten Um-
gebung so verindert, dass er weniger disponirt ist, zur Erfindung
des Leuchtenden erregt zu werden als die davon entfernter liegen-
den Punkte, desshalb empfinden auch diese die Errcgung, welche
von dem anderen Auge her zugeleitet wird, stirker, und dadurch
entsteht im binoculdren Sehen der dunkle of auf hellem Felde.

Ir. Simon Spitzer, Assistent und Privat-Docent am k. k.
polytechnischen Institute in Wien, iiherreichte nachstehende
Abhandlung: ,Zusitze zameinen Arbeiten iiber hihere
Gleichungen.”

Ich habe in einem kleinen Aufsatze, der im Bd. VI, TIft. 2,
S.152, der Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Classe der kais.
Akademic der Wissenschaften erschien, eine Vervollstindigung
meiner Arbeiten iiber hihere Gleichungen, die ich unter dem Titel
pAllgemeine Auflosung der Zahlen- Gleichungen mit einer oder
mehreren Unbekannten” verdffentlichte, geliefert, und lasse hier

7

mehrere andere nachfolgen.
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Es kann der Fall vorkommen, dass man bei einer Gleichung
hoheren Grades die Kenntniss der trinomischen, aber reellen Wur-
zelfactoren der Kenntniss der imagindren Wurzeln derselben
vorzicht.  Tch will daher hier zeigen, wie man einen solchen
FPaetor sich verschafft, ohne erst die imaginiren Wurzcln selbst
zu kennen. Sei

f()=x"+A, 2"V Ay e ..+ A, +A, =0

das Gleichungspolynom, in welchem alle Coéffieienten bekannte
reelle Zahlen sind, x® +ax+b cin Wurzellactor, der von zwei
conjugirten imaginiren Wurzeln hevrithet.  Man  dividire das
Polynom f(x) dureh x*+ax + b, so wird ein gewisser Quotient
erscheinen, und ein Rest von der Form Mx+ IV, wo M und IV
Functionen sind von den noeh unbekannten Zahlen «und 6. Soll
nun z° +«x + b ein Factor des Polynoms f(x) sein, so muss als
Rest Null heranskommen fiiv jedes «, also muss man haben :

M=0 , N=0.

Jene reellen Werthsysteme von ¢ und der positiven Zahl b,
welche diesen beiden Gleichungen geniigen, sind die Theile,
welche zur Bildung des Wurzelfactors x*+ax+b der vorge-
legten Gleichung gehiren.

Um das Bildungsgesetz der beiden Gleichungen

M=0 , N=0
zu keunen, dienen folgende Betrachtungen: Es sci
f(x)=(x*+ax+b)p()+Mx+ N,

wo offenbar o (x) der Quotient ist, der erhalten wird, wenn man
[ () durch &* +@x+b dividict.  Seien « nud 2 die beiden ima-
giniren Wurzeln von «® + ax + b=0, so ist

[(x)= Mz+ N
[(B)=ME+N,
somit
p={O=l@ Gy O A

e 7 : g — 3



457

Setzt man nan statt z, m+ n; statt 8, m—n; entwickelt dann
f(m+mn) und £ (m—n) nach der Ta ylor'schen Reihe und redu-

cirt gehirig, so erhilt man
W . nt (s nt G
M= ["(m) . 7 (1);)-{-—5!—[ (m)+...
2 L
N=[f (m) +—;’l!—/'(2) (m) +—%—f(‘) (m)y+...—

2 4
—m [f (1)1)+§—!f(") (1n)+%!—f(”‘) (m)+...],

oder da

M=0 wnd N=0

ist.
L, ntm G —0
/(m)+?!~/ (1n)+5!f (m)+...—
(1) . ey oy
[ () T [ (m) +ﬁ/ (m)+...=0.
Nun ist aber
« «® — &b a [a® — 4h
C<=—-?+V—_,*— ) ‘3=—'§“‘—\_’—_‘7
somil

<
S
i
o
!
l
7
[
+ |
|
>
%

n

and folglich sind die beiden Gleichungen, die zur Bestimmung von
« und I dienen, diejenigen, dic man erhilt, wenn man in den Glei-
CR
chungen (1) die Substitutionen m::—%, n—=n I-’b vollzieht.
Das Bildungsgesetz der Gleichungen (1) ist sehr leich( zn
merken, da die abwechselnden Glieder der Lntwicklung von
[(ur+ 1) nach Taylor's Neihe mit denselben im innizsten Zu-
sammenhange stehen. Was iibrigens die Auflisung dieser zwei
Gleichungen anbelangt, d.i. d°e Aufsuchung von « und b, so ist,
wie man sich sehr bald iiberzengt, dieselbe nicht im Geringsten

complicirter , als die Aufsuchung der imaginiren Wurzel der vor-
gelegten Gleichung.
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Ieh zeigte in meiner zu Anfang ecitirten Arbeit, wie sich in
gewissen Fiillen eine Funetion mit zweien Unbekanaten in mehrere
rationale F'actoren, die sich unter einander bloss um constante Zahlen
unterscheiden, zerfillen lisst. — Gavz analoge Zerfillungen ge-
statten unter gewissen Umstinden auch Functionen mit drei oder
mchreren Unbekannten. Wire nimlich gegeben

¢ (Mg, Wy, . . . u) =0 (1)
so bilde man hieraus

89
duy

97 a9 oy - =
Bu,+m8u:+—é;z;3u3+ C e+ au,,B""'—O (2)

. . . . o o o Ba
Haben nun die verschiedenen Differentialquotienten A R
Suy? Suy? Quy &

60
cinen gemeinschaftlichen Factor, wird die Gleichung (2) durch
diesen dividirt, und gibe diess die Gleichung

U, 3uy+ U 0u,+U; 93+ . . . +U, %u, =0 (3)

wo Uy, U., Uy, ... U,, constante Zahlen oder auch Functionen
YON Uy, Uy gy - -« 2, Sind, so wird, wenn diese Gleichung (3) ein

vollstindiges Differential; etwa von
f(uy, s, . . . uw,)=Const. (4)

isty ¢ (wy, ey 1y, « . . w,) eine Function sein von f(uy, s, u;,. . 2, ), die
man, wenn (1) und (4) algebraische Polynome sind, schr leicht
dadurch bestimmen kaon, dass man das Polynom (1) nach den Po-

tenzen des Polynoms (4) ordnet.
Um diess zu beweisen, bemerke man, dass sich die Gleichung

(3) in der Form
0f=0
schreiben lisst, und folglich die Gleichung (2) in der Form

MIf=0,

wenn H der actor ist, durch den sie abgekitrzt wurde. Da nun
Mdf ein vollstindiges Differential und zwar von p ist, so kann
diess nur dann stattfinden , wenn M eine Function von [ ist, sei
diese < (f) so ist

dp=y(f)ef



und wenn man integrirt

@ =f~;l () 8 f = einer Function von f.
Beispiel. Es sei ein Polynom mit den 3 Unbekannten x, y, =
wegeben, dieses sei
P (e, Yy, 3) =5+33" (—zxy+2—2)+3* 3y + by (—x+2
+ 32— 122+ 11] — 2y + 32° i (x—2) + ay (—3=°
+12x—11)+ 2" —62% + 1l + G,

so ist

2 =33 (—y+ 1) +65° [y + 2 (—x+ 1) +2—2] — 32"y +

8.c
+3xy*(Br—4) +y(—92° + hx—11) + 32°—12x + 11,
g;‘;- = —3zz'+ 6us’ (zy—x+2) — 32"y + 62y (x—2) — 3,

+ 122" —11x,
= 620+ 128° (—xy+x—2) + 25 [BL2) + bxy (—a+ 2) +
+3x*—12x +11].
Diese drei Differenzialquotienten lassen sich aucl so schreiben :
%’_ = (—y+1) [35*+65°(—ay + v—2) + 32 Y+ b y(—x +2)
+3x*—12x+11],

N - Y .

o= — 3465 (—ay+2—2) +32° + bzy (—z+2)
. + 3 —12x + 11] )

% — 23 [3s'+ 63° (—axy +2—2) + 32 + 6 y(—r+2)

+3r—12r+11].

und die Gleichung
L) 99
o Bx-{——ay oy +

geht, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors iiber in

eI)
Yooy 5
e 90s =0 2)
(—y+1)0z—x2dy+230s —0 (3)
welche das vollstiindige Differential von
2 — ay + =* = Const. (4)

ist. Iis muss somit ¢ (. y,3) eine Function sein von & —xy + s
Um nun diese Function zu finden, dividiren wir 9 (2. y,5) durch
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3 —axy+a, den dabei herauskommenden Quotienten wieder,
chen so den hicbei herauskommeuden Quotienten u. s. [, so hat
man
R T 6
S s2) 2 g = e
St —— 2y 4 =y
wo

0=2"+23%(—ay+x—3) + 2y’ +2xy (—x +3) + £©*—6x +11

ist, ferner hat man

T 11
S2—ay o il —ay+u
wo
O.=z"—xy+ax —06

isf, endlich hat man

@ 6

- ——1_/+L

2 —ay+a o

23
©

Es ist somit

Q.= (s*—zy+x) —6
0= (3"—zy+x)'—6(s*—ay+x) +11
¢ (x,y,5) = (5*—xy + )’ —6(5*—xy + x)* + 1 1(s*—zy + ) — 6.

Dic Gleichung
o(x, y. s)=0
geht daher, wenn man s* — xy +a =u selzt, iiber in
W —6u'+1lu—6=0
und dieser geniigen die Auflésungen 1, 2, 3, folglich ist

—ayt+ax=1
ez yt+r=2
Sf—ay+x=3

und somit zerfillt die vorgelegte Gleichung in diese drei einfa-
cheren Gleichungen.
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3.

Es gibt [ille, wo Analoges sogar bei Gleichungen mit einer
Unbckannten stattfindet. Ist namlich

f(@)=9¢@) wd u=1y(x),

wo P () eine Function von hoherem als ersten Grade ist, so wird
in einem solehen Falle die Auflisung der Gleichung

[(x)=0
zuriickgefiihet aul die Auflosung von
o(u)=0

und auf dic Auflésung der Gleichungen

Pp@)=2 , Y(@)=p£ , (@ =7,
wenn «, 3,9 . . . die Wurzeln von ¢ («) =0 sind. Hal man daher

eine Gleichung hiheren Grades gegeben, von der man vermuthet,
dass sic cine solehe Zerfillung gestattet, sei nimlich

f(x)=19(u),
so ist oflenbar
! ~ ’ a
fz)y=9( -5

Man wird daher die vorgelegte Gleichung differenziren, den
Differentialquotienten in Factoren auflésen, seien diesclben

L—Wy 4 T—Wy , T — Wy 5 Xy

so wird man sefzen

du B
——ax—
o.c '
d. h.
@ 1 o °
U=—o — W =" (r"— 2 1),

und wird schen, ob sich /() so nach den Potenzen von =2
ordnen lisst, dass die Coéflicienten dieses nach x* —2w,x ge-
ordncten Polynoms constante Zahlen sind. Ist dieses der Fall, so
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ist f(.r) =19 (£° = 2 x); (es muss hierhei, wie sich von selbst
versteht, der Grad von f(z) cine durch zwei theilbare Zahl scin),
ist dieses nicht der Fall, so wird man genau denselben Versuch mit
dem Polynom z°—2w,x oder mit x*— 2w, x, . . . machen,
Gelingt es nicht, das Polynom nach einer der Grissen

t—2uwx , *—2vx , F—2u5z , X —2w, 2

zu ordnen, so wird man, falls der Grad des Polynoms f(x) ein
Vielfaches von 3 ist, dic 2—1 Factoren von () zu je zwei com-
biniren und versuchen , ob

du .
o= (x—wy) (x —w.),
d. h. ob
a3 . R, 1 £ N
u =-3- = _:_(_,-:_u: R [x*— %(11:, +w,) &'+ Jw e, x|

sein kann.  Man wird nimlich schen, ob f(x) sich nach den o~
tenzen von

. 3
2t — o) Gy + ) 2+ Jww, x

so ordnen lisst, dass die Coéfficienten des so geordneten Polynoms
constant sind. Ist dieses nicht der Fall, so wird man cinen éiln-
lichen Versuch mit

- 3 Q. o
x—- (e +10y) £+ Sy w0,
oder mit
P (weyt+ay) 25+ sy &
o ) 2 3) <L 21

u. s. f. machen.
So z. B. findel man, dass sich das Polynom
2 — 6+ 172 =28+ 13 + 144+ 9
inder Form
(.I'Q — 2.1,')'= 4o 2‘(')2 n (.l‘{! - 2.1,') +9

hringen lisst,
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Ich glaube bei der Aufzihlung der speciellen Fille noch den
Fall anfithren zu diirfen, wo die Gleichungen nach den in ihnen
vorkommenden Unbekannten symmetrisch sind, obwoll dieser so
einfach ist, dass er kanm einer Erwihnung bediirfte. — Ware cin

solches System

I

S/ e N
I
= R )

9y (Urs Uss Uy, « . 1,
0n (W ks Y -+ o Uiy

(1 o5 (g, U, 10y, . . LW,

« e e+ s 4 e s s s s

i

On (Uys U U5y o o1, ) =0,

so lisst sich dasselbe in zwei andere, cinfachere umgestalten.

Setzt man nimlich

T R 1 e e
U W+ Uy Uy o o o o Uy Uy = O,
2) WU Uz + o o o o F U a Uy U, = ¥y

W B8 8 6 0 000 U T

so ist dies das eine System. Da die Gleichungen (1) nach der
Yorausselzung symmelrisch sind, so lassen sich die Functionen
Dyy Doy Pye oo, durehey, vy, vp,. .. v, ausdriicken, und gesetzt den

Fall, dadurch gingen die Gleichungen (1) iiber in

(00 Bag s o o 6l ) =)
Do (Fes oy Py o 1) 0
(3) Yoy, vy 05,0 0 v e))=10

Yoty vy, o o) =0,

so isl natiirlich dieses System von cinfacherem Bau. Man wird
nun damit anfangen, dieses System (3) aufzuléscu, und hat man
Werthe fiir » gefunden, die ibuen geniigen, so werden diese in
den Gleichungen (2) subslituirt, die entsprechenden w licfern,
und zwar, wie leicht zu schen, fiir jedes Werthsystem von 2, n
Werthsysteme fiir u.

Sitzb. d. m. n, Ci. VII. Bd, 111, Hft, 30
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Sowie durch die Einfihrung des Imaginiven die Construc-
tion der gewdhnlichen Gleichungen eine bedeutende Vervollstin-
digung erhiclt, so kann, wic ich hier zeigen werde, durch das-
selbe Mittel auch dic geometrische Construction der Differen-
tialgleichungen vervollstindigt werden.

Man hat sich bisher sehr wenig mit diesem Gegenstande be-
schiiftigl ; mit einigen Worlen lisst sich das, was dariiber ge-
sagt, wicdergeben. Um eine Differentialgleichung, etwa

(1) Yet@,m

zu construiren, verfuhr man folgender Massen '): Man nahm
irgend einen belichigen Punkt M an, scine Cordinaten scien zo ¥o.
Werden diese Werthe in die gegebene Differentialgleichung sub-
stituirt, so erhilt man

(%"i_)c,:f(‘l’“ s -7/"_) =1

und wenn man alsdann
T 7 dicLinie MT zicht, wel-
/ " che mit der Axe der x
L cinen Winkel bildet, des-
e sen trigonometrische’Tan-
gente = f(xq, y,) ist, so
istdiesegerade LinieM7T
cine Tangente der ge-
— e suchten Cunrve. Da nun
cine Curve und ihre Tan-
gente in der Nihe des Beriibrungspunkies nahe zusammen-
fallen, so kann man den auf der geraden Linie M7 in einer sehr
kleinen Entfernung von M liegenden Punkt M’ als der Curve an-
gehrig betrachten. Seine Coordinaten sind alsdann

r=0P" =x,+Ax
yo=M'I =y, + Mm=y,+Ax . lang MMmn=y,+Ax .y

1) Siche Moigno, Vorlesungen iéiber Integralrechnung.
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und diese geben in (1) substituirt

Ll
(—a{—) o [(xoy) =y,

wodurch die Richtung der durch den Punkt M’ gehenden Tangente
M'T" bestinmnt ist, wihlt man uwun auf dicser Tangente schr
nahe an M’ den Punkt A7, so sind dessen Coordinaten

2z, =x,+ Ax
Y=y +Ax . y/
und die Richtune der Tangente am Punkte M7 wird gegeben
) 2 geg
durch

(&)= /(@ p) =2

u. s. {. Auf diese Weise erhitlt man ein Vieleck, welches um so
weniger von der durch das Integral der gegebenen Differential-
gleichung hestimmten Curve verschieden ist, je grisser die An-
zahl seiner Sciten wird.

So weit ging man bisher in der Construction der Differen-
tial-Gleichungen. Es giebt aher noch ecinc ganze Reihe anderer
Curven, dic auch derselben Differentialgleichung genigen, und
nicht aus dieser Darstellungsweise hervorgehen. Es sind das die-
selben Curven, die ich Dbei einer andern Gelegenheit mit dem Na-
men ,conjugirte Curven” bezeichnete.

Sei

——E--——f(u ) ).

Ieh gebe jetzt dem w nicht bloss reclle, sondern auch ima-
giniire Werthe w+y 1/—1, so dass man hat

alt /‘(7‘+7/’/ —1;4))
welche fiir die specicllen veellen Werthe @y yy 3o iibergeht in

a3 — —
(a") [ty V=1, 30) =P+ Qv 1
Liisst man nun 2, um die schr kleine Grésse Ax, y, um Ay,
und 5o am Az wachsen, so hat man schr nahe, wenn man die
Coordinaten des niichsten Punktes mit .y, v, 3, bezeichnet
9% I
(1) slzs,.-f-(W) (Ax+2yv—I)
30 *
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oder
2= 3+ (P + Qo v¥—1) (A +2y y—1)
oder

(2) 23— =33 = (£ Ar—0, ) + ¥—1 (O Ax + P, Ay).
Wiihlt man Ay so, dass As reell wird, so muss man
QA+ P Ay=10
setzen, denn dadurch wird
As = Py Ax — Q, Ay
somit reell. Aus den zwei letzten Gleichungen folgt

)2 z
Ag[:—%,:A.r : A3=£—;—;0-Q—9-A-T
Habe nun 3 die

z Coordinaten a,

, =5 Yo, %, Myd.Coor-

’ af dinaten zy, ¥, 3, ,

S so ist Mb=Ax;

ab=43y, al,
=As; nennt man
b — - - = < MM, =r, soist

Ar=r cos «
Ay=r cos
As=r cos ¢,
und diese Werthe in die heiden Gleichungen
Q) Ax+ P, Ay =0,
(3) Py A e—Q dy = A3
substituirt, geben fir = 3 ¢ folgende Werthe

B 0,

s v (08B = (g0 R
(P4 0,5 (L + P+ 06577 7 (P24 0g%) (14034 0o%)
s ])0'.‘ } ()02
G A T Y

o
COS "o =

and diese gehen die Richtung der Tangente znm Punkte M an.
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Man wird dahler, nachidem man den Punkt M angenommen hat,
als Coordinaten des niachsten Punktes M, haben

x,= 2,+ Ax

0,
V= Y——= A
Yi Yo 7,

II?. 2
EROEES :r()“ Ax
10

D= 2’0+

und man findet durch Substitution dieser Werthe in die gegehene
Differentialgleichung

(W) =f(z+yV=1,35)=P+Q V1.
Zicht man von dem Pankte M, dessen Coordinalen iy, y,, 3
sind, eine Gerade unter den Winkeln 2z, 3, 4, so, dass

P
(P34 0315 P2 4 0

)2
li

1,12'*'()12) (14 P4% F0?)

oS *oy=

YGOSR M=
%)
cos oy =

ist, so ist diese Gerade eine 'l‘ungen(e zum Punkte M. Setzt man
alsdann wieder

T8y == 38 S A8

so erhidlt man wieder einen nichsten Punkt u. s. f.

Es wiire hier am Orte, all diejenigen Fille aufzuzihlen, in
denen dic ehen vorgelragene Constructions-Weise ihre Anwend-
barkeit versagte. Allein, da diese Fille dieselben sind, die in
allen Theorien, wobei man die Differentialrechnung anwendet,
vorkommen, so unterlasse ich dies, und will bloss einen einzigen
Fall einer Betrachtung wiirdigen.

Wenn sich ndmlich ereignet, dass fiir gewisse Werthe von
&£y ¥y s P=0 und =0 wird, alsdann erscheinen die y und 3 des
niichsten Panktes, sowie aueh die Cosinuse der Winkel 2 und (3,
welche .dic Richtung der Tangenten an wx, y, 3 bestimmen, in der

. B 0 o 0 .
unbestimmten Form —, wihrend ¢, 900 wird. In einem solchen
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Falle hat die Curve, welche das Bild der vorgelegten Differential-
Gleichung ist, im Allgemeinen einen héchsten oder tiefsten Punkt.
Scien &y, ¥y 5 3o diese gewissen Werthe, so hat man statt der Glei-
chung (1) zu schreiben

0%
(® 2 :'"+( Bu)o("\'x'*'Ay =L)) e
1 8% ——o
1 -2( au? )D(Ax +3y¥V—1)

oder
M= (l)()'f‘ Q() 1Z —1)(A$+ Ay 1/—_1)‘*'

1 ’ p .
+1 (P + 0/ =D (Az+ 3y y=1)°

wenn man dic kleinen Grossen der hoheren als zweiten Ovdnung
vernachlissigt. Nun ist aber

r,=90 ) (..)0207

somit
As = o (D) + Q) V=T) (A + Ay y=i)?
oder
As= [P (G —57) — 200 3w Ay +
iy VTT[O) (3F—57) +2P 3z Ay

und da dieses reell sein soll, so muss
(5) Qn, (Izl—‘.)—yn) o 21’0, A.L‘ A!j = 0

sein ; hieraus folgen, falls nicht £2)' und Q" zugleich Null sind,
fir Ay zwei verschiedene Werthe, bezcichnel man dieselben mit
Ay, und Ay,, so folgt aus (5)

Ay, Ay,
Ax Ax

(6) 1+

Da an den tiefsten and hichsten Punkten dem Az zwei
Werthe von Ay entsprechen, so werden von diesen Punkten zwei
Curvenzweige auslaufen, welche zufolge der Gleichung (6) auf
cinander senkrecht stehen.
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Sind aber nebstdem, dass =0 und (=0 ist, aueli noch
% =0, 0,'=0, sohat man statt (4) zu schreiben

_\s=( )(A.r+.&1/1/'—)+ (alt)(AuL+AJ1/_1)+

b : ( )(Aa:+AJ1/—1)

$2.3
oder
= (L+ 0,v=1) (Qz+Ay v—1) +
1 ’ / —
++ (B + 0/ v=1) (Az+Ay yv=1)*+
l N 4
+z (I)u +Qu VY —1 ' (A.I,'-f‘-A:I/ 1’—[)3
und da
l)" =0 Ql) =0
/=0 QU’=
ist, hat man
Az = (Pu” 0, v=1) (Axe+ Ay v=1)P

Setzt man der Kiirze halber

Ace=rcos oz , Ay=rsina,
so isl
.3 o ..
As :—’G— P/ +0,"v=1) (cos 3a+v =1 sin 3a) ,
oder

As = —(—— (B cos 32— Q) sin 3u) +
7°°

—(1’ " sin 3u + Q' cos 3z)

and dies wird veell, wenn
P, sin 3o+ Q) cos 3= 0,

wird; hicraus folgt

"
0

1
I
woraus fiir « drei Werthe folgen, die construirtzu drei Richtungen
fithren, die unter gleichen Winkeln gegen cinander geneigt sind.
Eben so wiirde, wenn noch nebstidem

l)oll o O , Qo” — 0

lang 3o = —
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wilre
).34

As = - (P cos b — Q)" sin be) +

5

~ 0
=

+55 V-1 (P, sin ba+ Q)" cos 3x)

sein, dies fithrt auf
001/1
1"
P,
“ und P, von Null verschieden sind, auf
vier sich unter gleichen Winkeln schneidenden Curvenzweigen u.s. f.

tung 4o — —

und dies, wenn 0,

Einer Erwilinung verdient wohl der Fall, wo alle 2 und

o] H)
O der Nulle gleich werden. Dahin gehéren die Gleichungen
der Form
a3 .

o~ -~ -~

) ’5,7_',9(‘)‘/‘(”7“)'

Sctzt man hier fir s cine solche Zahl, dass ¢ (3) gleich
Null wird, etwa s =, so maeht diese Substitution nieht nur

8% Ay Gy Gl @ .
ek sondern auch TR RN R iiberhaupt alle Differen-

tialquotienten gleich Null, denn es ist fir s ==«

03 .
B (@), 1) =0,

weil ¢ () =0 ist; ferner hat man
%3

; 9 3 9%
s =0 (3) g [F (e )]+ (s 2) ' (3) - 4 -
Das evste Glied hievon ist Null, wegen ¢ (3), das zweite wegen

»3: also ist 8_3‘:’
an ? also ISt EYR

=0,
Ein nochmaliges Differenziven gibt
3 9° 3 . 0 . S 03
s~ 7 () gm LMCG )+ (0 9)] 27 (3) -+
2 , 3% 8% 3 . o
+ ;30" (3 grt g, e [M(Ws3)0 (=)}

und hier hat wieder jedes Glied einen Factor Null, es sind diese
niimlich der Ordnung nach

0% 9%z 0%

7 (S) s aut o

im ersten, zweiten, dritten und vierten Gliede.
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So fortfahvend, kawun man sich leicht iiberzeugen, dass jeder
Difterenzialquotient gleich Null wird. — Man sicht, dass der Glei-

~ = ds 3 o
chung(7) s=u« geniigt, den aus 3=« folgt, —di—zo, und diese bei-

den Zahlen substituivt, machen (7) identiseh. Es ist somit 3=«
cin singulives Integral, falls es nicht aus dem allgemeinen Inte-
grale dureh Specialisivung der Constanten hervorgeht.

Herr Rudolph Skahersky hielt nachstehenden Yortrag:
sDie Theorie der Theilungspunkte als Beitrag zur
Lehre vonder [reien Perspective,” (Taf. XXII)

Wenn auf eine heliebig im Raume gedachte Gerade A bestimmte
Maasse aufgetragen werden sollen, oler wenn ein bestimmtes Maass
dieser Geraden in cine gegebene Anzahl gleicher Theile getheilt
werden soll, so kann dieses, wie hekannt, auf folgende Avt ausge-
fiilhet werden: Man ziehe ivgend eine Gevade 2, welehe mit A in
einer und derselben Eheue liegt, trage die gegebenen Maasse auf
dieselbe auf, und fiihre durch die so erhaltenen Trennuungspunkte
parvallele Linien, welche die Gerade A schuneiden,

Haben diese parallelen Linien eine solehe Richtung, dass die
moeren unil dusseren \Winkel, welche dieselben mit der Geraden
A und B einschliessen, einaniler gleieh sind, so werden dureh sie
auf der Geraden A dieselben Maasse hestimmt, welehe aut die Ge-
rade B aufgetragen wurden.

Von diesem Safze wird dort eine niitzliche Anwendung ge-
macht , wo es sich darum handelt, aut dem perspectivischen Bilde
ciner Gevaden A bestimmic Maasse (pevspectivisch) aufzutragen;
dabei ist es von Vortheil, die bezeichnete Gerade £2 mit Riicksicht
auf die eben angegebene DBeschrinkung in der Bilifliche zu
withlen.

Da bei diesem Umstanile die 'Trennungspunkte der aut B auf-
getragenen Maasse schon die Durehschnitte der gedachten Thei-
lungshinien mit der Bildfliche sind, so wird es sich nur um deren
Vevrschwindungspunkt handelu, um die perspectivischen Bilder
derselben zeichnen zu kounen.

Die perspectivischien Bilder der Theilungslinien werden das
perspectivische Bild der Geraden A in Punkten schueiden, durch



